




















#declare ring=difference{
torus{8,2} cylinder{<0,-2,0>,<0,4,0>,8}}



#declare ring=difference{
torus{8,2} cylinder{<0,-2,0>,<0,4,0>,8}}

object{ring texture{T_Gold_1A}
translate<0,1,0>

+



camera {location <0,20,-16> look_at <0,0,0>}

light_source {<-120,80,-20> color Whitex*3}

#declare ring=difference{
torus{8,2} cylinder{<0,-2,0>,<0,4,0>,8}}

object{ring texture{T_Gold_1A}
translate<0,1,0>

+



camera {location <0,20,-16> look_at <0,0,0>}
light_source {<-120,80,-20> color Whitex*3}

plane{<0,1,0>,0
pigment{
checker color Gray40 color Grayb50 scale <10,10,10>}
finish{ambient 0.5 diffuse 0.2}}

#declare ring=difference{
torus{8,2} cylinder{<0,-2,0>,<0,4,0>,8}}

object{ring texture{T_Gold_1A}
translate<0,1,0>

+
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camera {location <0,20,-16> look_at <0,0,0>}
light_source {<-120,80,-20> color Whitex*3}

plane{<0,1,0>,0
pigment{
checker color Gray40 color Grayb50 scale <10,10,10>}
finish{ambient 0.5 diffuse 0.2}}

#declare ring=difference{
torus{8,2} cylinder{<0,-2,0>,<0,4,0>,8}}

object{ring texture{T_Gold_1A}
translate<0,1,0>

}



global_settings{ photons{count 5000000} }
camera {location <0,20,-16> look_at <0,0,0>}
light_source {<-120,80,-20> color Whitex*3}

plane{<0,1,0>,0
pigment{
checker color Gray40 color Grayb50 scale <10,10,10>}
finish{ambient 0.5 diffuse 0.2}}

#declare ring=difference{
torus{8,2} cylinder{<0,-2,0>,<0,4,0>,8}}

object{ring texture{T_Gold_1A}
translate<0,1,0>
photons {target refraction on reflection on}

}
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Zwel Punkte haben eine /Zwel Geraden haben einen
Gerade gemeinsam Punkt gemeinsam



Zwel Punkte haben eine /Wel ade €N elnen
Gerade gemeinsam P gemeinsa



Zwel Punkte haben eine
Gerade gemeinsam



Zwel Punkte haben eine
Gerade gemeinsam

/Zwel Geraden haben einen
Punkt gemeinsam



Satz von PASCAL (1640)



Satz von PASCAL (1640)



Satz von PASCAL (1640)

6 Kurvenpunkte



Satz von PASCAL (1640)

6 Kurvenpunkte, Sechsseit



Satz von PASCAL (1640)

6 Kurvenpunkte, Sechsseit

je zwei (Gegenseiten schneiden
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6 Kurvenpunkte, Sechsseit

je zwei (Gegenseiten schneiden
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je zwei (Gegenseiten schneiden



Satz von PASCAL (1640)

6 Kurvenpunkte, Sechsseit

je zwei (Gegenseiten schneiden



Satz von PASCAL (1640)

6 Kurvenpunkte, Sechsseit
je zwel Gegenseiten schneiden
die 3 Punkte sind kollinear



Satz von PASCAL (1640) Satz von BRIANCHON (1806)

6 Kurvenpunkte, Sechsseit
je zwel Gegenseiten schneiden
die 3 Punkte sind kollinear



Satz von PASCAL (1640) Satz von BRIANCHON (1806)

6 Kurvenpunkte, Sechsseit
je zwel Gegenseiten schneiden
die 3 Punkte sind kollinear



Satz von PASCAL (1640) Satz von BRIANCHON (1806)

6 Kurvenpunkte, Sechsseit 6 Tangenten
je zwel Gegenseiten schneiden
die 3 Punkte sind kollinear



Satz von PASCAL (1640) Satz von BRIANCHON (1806)

6 Kurvenpunkte, Sechsseit 6 Tangenten, Sechseck
je zwel Gegenseiten schneiden
die 3 Punkte sind kollinear



Satz von PASCAL (1640) Satz von BRIANCHON (1806)
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6 Kurvenpunkte, Sechsseit 6 Tangenten, Sechseck
je zwel Gegenseiten schneiden je zwei Gegenecken verbinden
die 3 Punkte sind kollinear



Satz von PASCAL (1640) Satz von BRIANCHON (1806)
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je zwel Gegenseiten schneiden je zwei Gegenecken verbinden
die 3 Punkte sind kollinear
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6 Kurvenpunkte, Sechsseit 6 Tangenten, Sechseck

je zwel Gegenseiten schneiden je zwei Gegenecken verbinden
die 3 Punkte sind kollinear



Satz von PASCAL (1640) Satz von BRIANCHON (1806)

P
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6 Kurvenpunkte, Sechsseit 6 Tangenten, Sechseck

je zwel Gegenseiten schneiden je zwei Gegenecken verbinden
die 3 Punkte sind kollinear die 3 Geraden sind kopunktal
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kollinear
Dreieck
Pol

Gerade

geht durch

Schnittpunkt von zwei Geraden
kopunktal

Dreiseit

Polare



Ortskurve

o
o © ° o

OOOOO

Worterbuch

Hullkurve

2t

7N
ot

.

SO

st



Das Dualitatsprinzip in der projektiven Geometrie:

Die duale Ubersetzung eines wahren Satzes ist wieder ein wahrer Satz.




projektive Koordinaten eines Punktes

<p17p27p3>



projektive Koordinaten eines Punktes

<p17p27p3>

(pl;p?;p?)) = (T17T27T3) < (p17p27p3> — )\<T1,T2,T3>, )\ER\{O}



projektive Koordinaten eines Punktes

<p17p27p3)
(pl;p?;p?)) = (T17T27T3) < (p17p27p3> — )\<T1,T2,T3>, )\ER\{O}

p3 = 0 : uneigentlicher Punkt (Fernpunkt)
p3 # 0 : eigentlicher Punkt



Gleichung einer Geraden

anr+ gy +g3z =0



Gleichung einer Geraden
91T+ g2y + g3z =0

(91,92, 93) = (f1, f2r f3) = (91,92, 93) = A(f1, f2, f3), A € R\{0}



Gleichung einer Geraden
91T+ g2y + g3z =0

(91,92, 93) = (f1, f2r f3) = (91,92, 93) = A(f1, f2, f3), A € R\{0}

g1 = g2 = 0 : uneigentliche Gerade (Ferngerade z = 0)
gi + g5 # 0 : eigentliche Gerade



/

g 7x—10y +15=0
fix+5y+15=0
5 8
S (3:3)
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g7x—10y+15=0 g:7x — 10y + 152 =0
fix+5y+15=0 fix+5y+ 152 =0
5 (5:3) 5(5,8,3)



/ f

g7x—10y+15=0 g:7x — 10y + 152 =0
fix+5y+15=0 fix+5y+ 152 =0
5(3.3) 56.8.3)= (3.3.1)
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g 2xr —3y—6=20
f2r—3y+9=0
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g 2xr —3y—6=0 g:2x — 3y —6z2=0
f2r—3y+9=0 fi2r—3y+92=0
S(3,2,0)



/ 9

g 2xr —3y—6=0 g:2x — 3y —6z2=0
f2r—3y+9=0 fi2r—3y+92=0

o [g] S(3,2,0)



Analytische GGeometrie

Punkt  (p1, pa, p3) Gerade g1 + goy + g3z =0




Analytische GGeometrie

Punkt  (p1, pa, p3) Gerade g1 + goy + g3z =0

Datenstruktur: {pl, D2, pg} Datenstruktur: {91, g2, 93}




Analytische GGeometrie

Punkt  (p1, pa, p3) Gerade g1 + goy + g3z =0
Datenstruktur: {p1, p2, p3} Datenstruktur: {g1, g2, g3}
Verbindungsgerade zweier Punkte Schnittpunkt zweier Geraden

A= {&1,&2,&3}7 B = {blpb27b3} g = {g17927g3}7 f — {f17f27 f3}




Analytische GGeometrie

Punkt  (p1, pa, p3) Gerade g1 + goy + g3z =0
Datenstruktur: {p1, p2, p3} Datenstruktur: {g1, g2, g3}
Verbindungsgerade zweier Punkte Schnittpunkt zweier Geraden

A= {&1,&2,&3}7 B = {blpb27b3} g = {g17927g3}7 f — {f17f27 f3}

{agbs —agba, azby —aibz, aibo—asbi}| {g2f3—93f2, g3f1—91f3, g1fo—gafi}




Analytische GGeometrie

Punkt  (p1, pa, p3) Gerade g1 + goy + g3z =0
Datenstruktur: {p1, p2, p3} Datenstruktur: {g1, g2, g3}
Verbindungsgerade zweier Punkte Schnittpunkt zweier Geraden

A — {&1,&2,&3}7 B = {blab27b3} g = {g17927g3}7 f — {f17f27 f3}
{a253—a3527 azby — a1 b3, alb2—a2b1} {92f3—93f2, g3f1—g1f3, 91f2—92f1}

— {&1,&2,&3} X {bl7b27b3} — {91792793} X {f17f27f3}




Formulierung in Mathematica:

Schneid[u , v_.]:=Cross[u, V];
Verb[u , v_]:=Schneid[u, V];



{u(t), v(t), w(t)}
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g(t): (V'w —vw )z + (w'u — wu')y + (u'v — uv



g(t): (V'w — vz + (w'u — wu)y + (u'v —uwv')z = 0



{ow" — v'w, wu' — w'u, uwv' —u'v}



Analytische GGeometrie

Ortskurve {u(t), v(t), w(t)}

als Hiillkurve:
{ow" — v'w, wu' — w'u, uw' —u'v}




Analytische GGeometrie

Ortskurve {u(t), v(t), w(t)}

als Hullkurve:
{u7 U? w} >< {u/7 /0/7 w/}




Analytische GGeometrie

Ortskurve {u(t), v(t), w(t)} Hiillkurve {a(t), b(t), c(t)}

als Hullkurve: als Ortskurve:

{u,v,w} x {u v, w'} {a,b,c} x {a’, b, '}




Formulierung in Mathematica:

Huel | kurve[u , t ]:=Cross[u, D[u, t]1];
Ortskurve[u , t 1 :=Huell kurvelu, t7J;









Py (cos(p), sin(e))



Py (cos(p), sin(e))

P (cos(2¢p), sin(2¢))



Py (cos(p), sin(e))

P (cos(2¢p), sin(2¢))



Schneid[u , v_.]:=Cross[u, Vv];
Verb[u , v_]:=Schneid[u, v];

Huel | kurve[u , t ] :=Cross[u, D[u, t]1;
Ortskurve[u , t _]:=Huellkurvelu, t];



Schneid[u , v_.]:=Cross[u, Vv];
Verb[u , v_]:=Schneid[u, v];

Huel | kurve[u , t ] :=Cross[u, D[u, t]1;
Ortskurve[u , t _]:=Huellkurvelu, t];

Cart [u_]:=Delete[u/u[[3]], 3]



Schneid[u , v_.]:=Cross[u, Vv];
Verb[u , v_]:=Schneid[u, v];

Huel | kurve[u , t ] :=Cross[u, D[u, t]1;
Ortskurve[u , t _]:=Huellkurvelu, t];

Cart [u_]:=Delete[u/u[[3]], 3]

ple_]1 = {Cos[e], Sin[e], 1};
gle_] =Verb[p[el, p[2e]];



Schneid[u , v_.]:=Cross[u, Vv];
Verb[u , v_]:=Schneid[u, v];

Huel | kurve[u , t ] :=Cross[u, D[u, t]1;
Ortskurve[u , t _]:=Huellkurvelu, t];

Cart [u_]:=Delete[u/u[[3]], 3]

ple_]1 = {Cos[e], Sin[e], 1};
gle_] =Verb[p[el, p[2e]];

kardi oide[o ] =Otskurve[g[e], o]



Schneid[u , v_.]:=Cross[u, Vv];
Verb[u , v_]:=Schneid[u, v];

Huel | kurve[u , t ] :=Cross[u, D[u, t]1;
Ortskurve[u , t _]:=Huellkurvelu, t];

Cart [u_]:=Delete[u/u[[3]], 3]

ple_]1 = {Cos[e], Sin[e], 1};
gle_] =Verb[p[el, p[2e]];

kardi oi de[¢_] = Ortskurve[g[e], ¢] // Cart



Schneid[u , v_.]:=Cross[u, Vv];
Verb[u , v_]:=Schneid[u, v];

Huel | kurve[u , t ] :=Cross[u, D[u, t]1;
Ortskurve[u , t _]:=Huellkurvelu, t];
Cart [u_]:=Delete[u/u[[3]], 3]

ple_]1 = {Cos[e], Sin[e], 1};
gle_] =Verb[p[el, p[2e]];

kardi oi de[o_] = Otskurve[g[e], o] // Cart //FullSinplify
// Tri gReduce



Schneid[u , v_.]:=Cross[u, Vv];
Verb[u , v_]:=Schneid[u, v];

Huel | kurve[u , t ] :=Cross[u, D[u, t]1;
Ortskurve[u , t _]:=Huellkurvelu, t];

Cart [u_]:=Delete[u/u[[3]], 3]

ple_]1 = {Cos[e], Sin[e], 1};
gle_] =Verb[p[el, p[2e]];

kardi oi de[o_] = Otskurve[g[e], o] // Cart //FullSinplify
// Tri gReduce
{1 1

3 (2Cos[e] +Cos[20¢]), 5 (2Sin[e] +Sin[2¢]) |



Paranetri cPl ot [kardi oi de[¢], {¢, 0, 2Pi},
Aspect Rati o » Aut omati c, Axes - Fal se];



Lieberherr-Methode




Lieberherr-Methode




Lieberherr-Methode







Bresenham-Algorithmus
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Bresenham-Algorithmus




Bresenham-Algorithmus













Die Kardioide als Fusspunktkurve




Die Kardioide als Fusspunktkurve




Die Kardioide als Hullkurve von Kreisen




Hullkurve von Kreisen

Die Kardioide als
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Die Kardioide als Rollkurve




Die Kardioide als Rollkurve
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Die Kardioide als Rollkurve




Die Kardioide als Rollkurve



Die Kardioide als Inverse



Die Kardioide als Inverse



Die Kardioide als Inverse
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Die Kardioide als Bild 2z — 22
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COS (p — sIn p tan @ =



COS (p — sIn p tan @ =




COS ( — sIn Y tan o =

/ .
T Cosp — 1’ sinp =
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EQL Y

H =2G
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mgz = MqgZ
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BP =1L
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Ortskurve







BC=L-—r

AC = AB =L/V2

Z =r-cos(p)



s BCO—L—r
Z/T
M AC = AB =L/V2

Z=r-coslp), Z=+2z




% BO—1 ¢

M AC =AB=1L/V?
Z=r-coslp), Z=+2z

ABUC ~ AAVC




% BO—1 ¢

M AC =AB=1L/V?
Z=r-coslp), Z=+2z

ABUC ~ AAVC

(2L —7)
* T VAL




% BO—1 ¢

M AC =AB=1L/V?
Z=r-coslp), Z=+2z

ABUC ~ AAVC

(2L —7)
* T VAL




/ .
7 oS — 1 sinp =







einsetzen. .. +/




rje_ ]1]=2L (1-Cos[e]) /. L->1;

ParanetricPl ot [r [¢] {Cos[¢], Sin[e]}, {e, 0, 2P},
Aspect Rati o » Aut omati c, Axes - Fal se]









P, (cos(ny), sin(ny))







Schneid[u , v_.]:=Cross[u, V];
Verb[u , v_]:=Schneid[u, v];

Huel | kurve[u , t ]:=Cross[u, D[u, t]];
Ortskurve[u , t_]:=Huell kurvelu, t];

Cart [u_]:=Delete[u/u[[3]], 3]



Schneid[u , v_.]:=Cross[u, V];
Verb[u , v_]:=Schneid[u, v];

Huel | kurve[u , t ]:=Cross[u, D[u, t]];
Ortskurve[u , t_]:=Huell kurvelu, t];

Cart [u_]:=Delete[u/u[[3]], 3]

Ple_, n_1={Cos[ne], Sin[ne], 1};
gle_, n_1=Verb[p[e, n1, ple, n+1]11;



Schneid[u , v_.]:=Cross[u, V];
Verb[u , v_]:=Schneid[u, v];

Huel | kurve[u , t ]:=Cross[u, D[u, t]];
Ortskurve[u , t_]:=Huell kurvelu, t];

Cart [u_]:=Delete[u/u[[3]], 3]

Ple_, n_1={Cos[ne], Sin[ne], 1};
gle_, n_1=Verb[p[e, n1, ple, n+1]11;

K[o_, n_] =Huel l kurve[g[e, n], o] // Cart // Full Sinplify

(1 +n) Cos[np] +nCos[(1+n) ¢] (L+n)Sinfnp] +nSin[(1+n) ¢]
{ 1+2n ’ 1+2n }




ParanetricPl ot [K[e, 51, {e, 0, 2Pi},
Aspect Rati o0 - Automati c, Axes - Fal se, Pl ot Points - 807;
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